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Abstrakt
Hlavn´ı na´pln´ı pra´ce je vytvorˇit v MATLABu aplikaci s graficky´m uzˇivatelsky´m rozhran´ım
pro rˇesˇen´ı u´loh analyticke´ geometrie. V tomto rozhran´ı si bude moci uzˇivatel vybrat ze trˇ´ı
u´loh. V prvn´ı u´loze uzˇivatel definuje dva objekty (bod, prˇ´ımka, ve 3D i rovina a kvadraticka´
plocha) a rˇesˇ´ı jejich vza´jemnou polohu, pr˚unik a prˇ´ıpadne´ metricke´ u´lohy jako je vzda´lenost
a odchylka. Druha´ u´loha se zaby´va´ vy´pocˇtem obsahu rovnobeˇzˇn´ıku ve 2D a 3D a objemu
rovnobeˇzˇnosteˇnu ve 3D, obe´ tvorˇene´ uzˇivatelem definovany´mi vektory. Posledn´ı u´loha,
ktera´ slouzˇ´ı k uka´zce prakticke´ho vyuzˇit´ı analyticke´ geometrie, hleda´ tzv. ”kontaktn´ı pa´ry“
mezi dveˇma objekty (Master v˚ucˇi Slavu) tvorˇeny´mi s´ıt´ı uzl˚u a ulozˇeny´mi ve fem strukturˇe.
Kl´ıcˇova´ slova: MATLAB, analyticka´ geometrie, vza´jemna´ poloha, obsah, objem, kon-
taktn´ı u´loha
Abstract
The goal of the thesis is to develop the application in MATLAB with graphical user in-
terface for solving analytic geometry problems. User can choose from three tasks in the
interface. In first part, user defines two objects (point, line, in 3D also plane and quadratic
surface) and solves their relative position, intersection and eventually metrical problems
as distance and deviation. The second part is concerned with computing volume of paral-
lelogram in 2D and 3D and volume of parallelepiped in 3D, both formed by user defined
vectors. Final part, which is intended for practical usage of analytic geometry, enables
to search for so-called ”contact pairs” between two objects (Master against Slave) created
by fem meshes and stored in fem structure.
Keywords: MATLAB, analytic geometry, mutual position, volume, contact problem
Seznam pouzˇity´ch symbol˚u, zkratek a znacˇen´ı
A – body znacˇ´ıme velky´mi p´ısmeny
v – vektory znacˇ´ıme maly´mi tucˇny´mi p´ısmeny
p – prˇ´ımky, roviny a kvadraticke´ plochy znacˇ´ıme maly´mi p´ısmeny−→
AC – vektor tvorˇeny´ body
R – mnozˇina rea´lny´ch cˇ´ısel
fem – finite element method - metoda konecˇny´ch prvk˚u
h – hodnost matice
(n,v),
n · v
– skala´rn´ı soucˇin vektor˚u
n× v – vektorovy´ soucˇin dvou vektor˚u
‖n‖ – norma vektoru
|a| – absolutn´ı hodnota cˇ´ısla
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1 U´vod
Geometrii je mozˇno budovat dveˇmi metodami: syntetickou a analytickou. Prˇi analyticke´
metodeˇ jsou nejdrˇ´ıve geometricke´ objekty charakterizova´ny cˇ´ıselny´mi u´daji a na za´kladeˇ
pra´ce s teˇmito cˇ´ıselny´mi u´daji jsou pak vyvozova´ny geometricke´ vlastnosti dany´ch objekt˚u.
Acˇkoliv prvn´ı prˇedzveˇst analyticke´ metody lze naj´ıt take´ jizˇ ve staroveˇke´m Rˇecku, vsˇeo-
becneˇ kladou historikove´ matematiky zrod vlastn´ı analyticke´ geometrie teprve do 17. stolet´ı.
Tento zrod byl podmı´neˇn dveˇma d˚ulezˇity´mi aspekty: zaveden´ım jednoduche´ matema-
ticke´ symboliky a rozvojem algebry. Zjednodusˇeneˇ by se dalo rˇ´ıci, zˇe analyticka´ geometrie
je aplikac´ı algebry na geometrii. Tuto aplikaci provedl v 1. pol. 17. stol. Rene´ Descartes
a polozˇil t´ım za´klad k systematicke´mu budova´n´ı te´to discipl´ıny. Prˇicˇemzˇ na pocˇa´tku se
u´vahy analyticke´ geometrie odehra´valy vy´hradneˇ na p˚udeˇ linea´rn´ı algebry [2].
Hlavn´ı na´pln´ı te´to pra´ce je implementace aplikace s graficky´m uzˇivatelsky´m rozhran´ım
pro rˇesˇen´ı u´loh analyticke´ geometrie. Hleda´n´ı ”kontaktn´ıch pa´r˚u“ na´m slouzˇ´ı jako prˇ´ıklad
prakticke´ho vyuzˇit´ı teˇchto u´loh.
V prvn´ı kapitole shrneme teoreticke´ znalosti potrˇebne´ k vy´voji vy´sledne´ aplikace, jako
jsou definice objekt˚u analyticke´ geometrie a kontaktn´ı u´lohy, ktere´ za´da´va´ uzˇivatel do roz-
hran´ı aplikace, da´le pak na´sleduje vy´cˇet vza´jemny´ch poloh objekt˚u analyticke´ geometrie,
postup jak je urcˇ´ıme a vy´pocˇet prˇ´ıpadny´ch spolecˇny´ch bod˚u. Take´ si rˇekneme, jak rˇesˇit
metricke´ u´lohy, jako jsou vzda´lenost a odchylka, ktere´ se vza´jemny´mi polohami souvis´ı.
Vysveˇtl´ıme i vy´pocˇet obsahu a objemu. Na konci kapitoly definujeme kontaktn´ı u´lohu a
rozebereme hleda´n´ı ”kontaktn´ıch pa´r˚u“.
Druha´ kapitola se zaob´ıra´ uka´zkou implementace aplikace a to v programove´m pro-
strˇed´ı a skriptovac´ım programovac´ım jazyku MATLAB (verze R2008b), ktery´ je urcˇen
pro symbolicke´ a numericke´ vy´pocˇty, analy´zu a vizualizaci dat, modelova´n´ı a simulace
deˇj˚u. Jako takovy´ je tedy vhodny´ pro implementaci aplikace.
Prˇed za´veˇrem si kra´tce pop´ıˇseme vzniklou aplikaci, jej´ı uzˇivatelske´ rozhran´ı a uka´zˇeme
si prˇ´ıklady jej´ıho pouzˇit´ı.
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2 Teoreticky´ za´klad
V te´to kapitole se budeme veˇnovat teoreticky´m znalostem potrˇebny´m k samotne´ imple-
mentaci aplikace. Nejprve pop´ıˇseme objekty, ktere´ bude moci uzˇivatel zadat a s ktery´mi
budeme pracovat. Pote´ rozebereme, jak zjist´ıme vza´jemne´ polohy teˇles a z nich vyply´vaj´ıc´ı
metricke´ u´lohy, n´ızˇe na´sleduj´ı vztahy pro vy´pocˇet obsah˚u a objemu˚ teˇles definovany´ch vek-
tory. Tyto teoreticke´ znalosti byly cˇerpa´ny z [1, 3]. Nakonec uka´zˇeme hleda´n´ı ”kontaktn´ıch
pa´r˚u“.
2.1 Eukleidovsky´ prostor a uzˇivatelem zada´vane´ objekty
2.1.1 Eukleidovsky´ prostor
Definice 2.1 Necht’ je da´n vektorovy´ prostor ν se skala´rn´ım soucˇinem, mnozˇina bod˚u
ε a zobrazen´ı
ε × ε 3 (A,B) 7→ −−→AB ∈ ν .
Mnozˇina ε se nazy´va´ eukleidovsky´ bodovy´ prostor se zameˇrˇen´ım ν , jestliˇze plat´ı:
1. Ke kazˇde´mu A ∈ ε a v ∈ ν existuje jediny´ bod B ∈ ε tak, zˇe
−−→
AB = v.







Dvojrozmeˇrny´ prostor (2D) budeme znacˇit ε2 a trojrozmeˇrny´ prostor (3D) budeme
znacˇit ε3 .
2.1.2 Bod
Definice 2.2 Bod je bezrozmeˇrny´ za´kladn´ı geometricky´ u´tvar. Je urcˇen sourˇadnicemi -
usporˇa´danou dvojic´ı X = [x1, x2] v ε2 , resp. trojic´ı X = [x1, x2, x3] v ε3 .
2.1.3 Vektor
Definice 2.3 Vektor je mnozˇina vsˇech souhlasneˇ orientovany´ch rovnobeˇzˇny´ch u´secˇek stejne´
de´lky, dany´ch usporˇa´danou dvojic´ı u = [u1, u2] v ε2 , resp. trojic´ı u = [u1, u2, u3] v ε3 .
2.1.4 Prˇ´ımka
Definice 2.4 Necht’ A ∈ ε2 , resp. ε3 je zadany´ bod a u ∈ ε2 , resp. ε3 zadany´
nenulovy´ vektor. Pak prˇ´ımka p procha´zej´ıc´ı bodem A se smeˇrem u je mnozˇina :
p = {A+ tu : t ∈ R}.
5
Rozep´ıˇseme-li si tento za´pis po slozˇka´ch, dostaneme pro body X = [X1, X2, X3] prˇ´ımky p
procha´zej´ıc´ı bodem A = [A1, A2, A3] ve smeˇru u = [u1, u2, u3] tzv. parametricke´ rovnice
prˇ´ımky ε3
X1 = A1 + tu1
X2 = A2 + tu2
X3 = A3 + tu3,
kde t ∈ R se nazy´va parametr. Obdobneˇ i v ε2 .
2.1.5 Rovina
Definice 2.5 Necht’ A ∈ ε3 je zadany´ bod a n ∈ ε3 je zadany´ nenulovy´ vektor. Pak
rovina prochazej´ıc´ı bodem A s norma´lovy´m vektorem n je mnozˇina
r =
{
X ∈ ε3 : (n,−−→AX) = 0
}
.
Rozep´ıˇseme-li si tuto definici po slozˇka´ch, dostaneme pro body X = [X1, X2, X3] roviny r
procha´zej´ıc´ı bodem A = [A1, A2, A3] s norma´lovy´m vektorem n = [n1, n2, n3] norma´lovou
rovnici roviny
n1(X1 −A1) + n2(X2 −A2) + n3(X3 −A3) = 0
nebo obecnou rovnici roviny
aX1 + bX2 + cX3 + d = 0,
kde
a = n1, b = n2, c = n3 a d = −n1A1 − n2A2 − n3A3.
2.1.6 Kulova´ plocha
Definice 2.6 Rovnice
(x−m)2 + (y − n)2 + (z − p)2 = r2,













kde a, b, c, m, n, p ∈ R a a, b, c > 0, je rovnic´ı elipsoidu se strˇedem ε3 3 S=(m,n, p)
a parametry a, b, c.
Pozna´mka 2.1 Jestlizˇe je v rovnici elipsoidu a = b 6= c, resp. a = c 6= b, b = c 6= a nazy´va´
se plocha rotacˇn´ı elipsoid. Rotacˇn´ı elipsoid vznikne rotac´ı elispy kolem osy z, resp. x, y.












kde a, b, c, m, n, p ∈ R a a, b, c > 0, je rovnic´ı jednod´ılne´ho hyperboloidu se strˇedem
ε3 3 S=(m,n, p) a parametry a, b, c.
Pozna´mka 2.2 Jestlizˇe je v rovnici jednod´ılne´ho hyperboloidu a = b, pak se nazy´va´
rotacˇn´ı jednod´ılny´ hyperboloid s osou rotace z. Rotacˇn´ı jednod´ılny´ hyperboloid vznikne











kde a, b, c, m, n, p ∈ R a a, b, c > 0, je rovnic´ı dvojd´ılne´ho hyperboloidu se strˇedem
ε3 3 S=(m,n, p) a parametry a, b, c.
Pozna´mka 2.3 Jestlizˇe je v rovnici dvojd´ılne´ho hyperboloidu b = c, pak se nazy´va´ rotacˇn´ı








= 2 (z − p),
kde a, b, m, n, p ∈ R a a, b > 0, je rovnic´ı elipticke´ho paraboloidu se strˇedem
ε3 3 S=(m,n, p) a parametry a, b.
Pozna´mka 2.4 Jestlizˇe je v rovnici elipticke´ho paraboloidu a = b, pak se plocha nazy´va´







= 2 (z − p),
kde a, b, m, n, p ∈ R a a, b > 0, je rovnic´ı hyperbolicke´ho paraboloidu se strˇedem
ε3 3 S=(m,n, p) a parametry a, b.
Pozna´mka 2.5 Hyperbolicky´ parabolid nelze z´ıskat rotac´ı.
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2.1.12 Fem struktura
Objekty pouzˇ´ıvane´ prˇi hleda´n´ı ”kontaktn´ıch pa´r˚u“ jsou tvorˇene´ s´ıt´ı uzl˚u a jsou ulozˇeny
v fem strukturˇe obsahuj´ıc´ı cˇa´st p a e. Cˇa´st p obsahuje sourˇadnice vsˇech uzl˚u s´ıteˇ (tedy je
to pole o velikosti v ε2 dvakra´t n a v ε3 trˇikra´t n, kde n je pocˇet uzl˚u), cˇa´st e obsahuje
indexy hranicˇn´ıch element˚u (u´secˇka ε2 , troju´heln´ık ε3 ) a urcˇen´ı vneˇjˇs´ı oblasti hranice
(tedy pole o velikosti v ε2 trˇikra´t m a v ε3 cˇtyrˇikra´t m, kde m je pocˇet uzl˚u). Fem
struktura pouzˇ´ıvana´ v nasˇ´ı aplikaci byla vytvorˇena v programu COMSOL Multiphysics
verze 3.3.
2.2 Vza´jemna´ poloha teˇles
2.2.1 Teˇlesa v ε2
2.2.1.1 Vza´jemna´ poloha dvou bod˚u Body: X = [x1, x2], Y = [y1, y2]. Jestlizˇe je
vzda´lenost dvou bod˚u (viz. kapitola Metricke´ u´lohy) nulova´, pak jsou tyto body totozˇne´,
v opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ rˇekneme, zˇe jsou r˚uzne´.
2.2.1.2 Vza´jemna´ poloha bodu a prˇ´ımky Bod: X = [x1, x2], prˇ´ımka p: vektor
v = [v1, v2] a bod A = [a1, a2]. Je-li vzda´lenost bodu a prˇ´ımky (viz. kapitola Metricke´
u´lohy) nulova´, pak bod na´lezˇ´ı prˇ´ımce, nen´ı-li tomu tak, pak bod prˇ´ımce nena´lezˇ´ı.
2.2.1.3 Vza´jemna´ poloha dvou prˇ´ımek Prˇ´ımky: p: vektor v = [v1, v2] a bod
A = [a1, a2], q: vektor u = [u1, u2] a bod B = [b1, b2]. Pokud jsou smeˇrove´ vektory ne-
za´visle´, jsou prˇ´ımky r˚uznobeˇzˇne´ a plat´ı:
h [u,v] = 2,
Pr˚usecˇ´ık P = [p1, p2] mus´ı splnˇovat obecne´ rovnice obou prˇ´ımek, z´ıska´me ho tedy rˇesˇen´ım
soustavy rovnic:
v2p1 − v1p2 − v2a1 + v1a2 = 0
u2p1 − u1p2 − u2b1 + u1b2 = 0,
pokud
h [u,v] = 1,
a za´rovenˇ bod B splnˇuje obecnou rovnici prˇ´ımky p:
v2b1 − v1b2 − v2a1 + v1a2 = 0,
pak jsou prˇ´ımky totozˇne´, jinak jsou rovnobeˇzˇne´.
2.2.2 Teˇlesa v ε3
2.2.2.1 Vza´jemna´ poloha dvou bod˚u Postup je stejny´ jako v prˇ´ıpadeˇ ε3 .
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2.2.2.2 Vza´jemna´ poloha bodu a prˇ´ımky Postup je stejny´ jako v prˇ´ıpadeˇ ε3 .
2.2.2.3 Vza´jemna´ poloha bodu a roviny Bod: X = [x1, x2, x3], rovina r: norma´la
n = [n1, n2, n3] a bod A = [a1, a2]. Pokud je vzda´lenost bodu a roviny (viz. kapitola
Metricke´ u´lohy) nulova´, pak bod na´lezˇ´ı rovineˇ, jinak bod rovineˇ nena´lezˇ´ı.
2.2.2.4 Vza´jemna´ poloha dvou prˇ´ımek Prˇ´ımky: p: vektor v = [v1, v2, v3] a bod
A = [a1, a2, a3], q: vektor u = [u1, u2, u3] a bod B = [b1, b2, b3]. Pokud plat´ı:
h [u,v] = h [u,v, AB],
pak maj´ı prˇ´ımky alesponˇ jeden spolecˇny´ bod, jestlizˇe za´rovenˇ plat´ı:
h [u,v] = 2,
prˇ´ımky jsou r˚uznobeˇzˇne´, pr˚usecˇ´ık P = A + tu z´ıska´me z rovnosti parametricky´ch rovnic
prˇ´ımek:
a1 + tv1 = b1 + su1
a2 + tv2 = b2 + su2
a3 + tv3 = b3 + su3
pokud plat´ı:
h [u,v] = 1,
prˇ´ımky jsou totozˇne´. Plat´ı-li:







nemaj´ı zˇa´dny´ spolecˇny´ bod, jestlizˇe za´rovenˇ plat´ı:
h [u,v] = 1,
pak jsou rovnobeˇzˇne´. Pokud plat´ı:
h [u,v] = 2,
jsou mimobeˇzˇne´.
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2.2.2.5 Vza´jemna´ poloha prˇ´ımky a roviny Prˇ´ımka p: vektor v = [v1, v2, v3] a bod
A = [a1, a2, a3], rovina r: norma´la n = [n1, n2, n3] a bod B = [b1, b2, b3]. Jediny´ spolecˇny´
bod maj´ı pokud
(n,v) 6= 0
Dosazen´ım parametricke´ho vyja´drˇen´ı prˇ´ımky do norma´love´ rovnice roviny, z´ıska´me para-
metr t ∈ R pro vy´pocˇet pr˚usecˇ´ıku P = A+ tv:
n1 (a1 + t1v1 − b1) + n2 (a2 + t2v2 − b2) + n3 (a3 + t3v3 − b3) = 0,
Pokud vsˇak
(n,v) = 0,












2.2.2.6 Vza´jemna´ poloha dvou rovin Roviny: r: norma´la n = [n1, n2, n3] a bod
A = [a1, a2, a3], s: norma´la m = [m1,m2,m3] a bod B = [b1, b2, b3]. Roviny r a s nemaj´ı












nema´ rˇesˇen´ı, to mu˚zˇe nastat, jen kdyzˇ







v tomto prˇ´ıpadeˇ jsou roviny rovnobeˇzˇne´. Pokud
h [m,n] = 2,
jsou roviny r˚uznobeˇzˇne´. Jelikozˇ je pr˚usecˇnice ortogona´ln´ı k obeˇma norma´lovy´m vektor˚um
rovin, jej´ı smeˇrovy´ vektor z´ıska´me jako jejich vektorovy´ soucˇin
u = m× n,
bod P z´ıska´me z norma´lovy´ch rovnic rovin
n1 (p1 − a1) + n2 (p2 − a2) + n3 (p3 − a3) = 0
m1 (p1 − b1) +m2 (p2 − b2) +m3 (p3 − b3) = 0,
protozˇe je to vsˇak soustava dvou rovnic o trˇech nezna´my´ch, urcˇ´ıme si p3 = 0. Jestlizˇe plat´ı









2.2.2.7 Vza´jemna´ poloha bodu a kvadraticke´ plochy Bod: X = [x1, x2, x3], kva-
draticka´ plocha k: obecna´ rovnice a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz +
2a14x + 2a24y + 2a34z + a44 = 0. Jestlizˇe bod splnˇuje rovnici kvadraticke´ plochy, pak j´ı
bod na´lezˇ´ı, jinak j´ı bod nena´lezˇ´ı.
2.2.2.8 Vza´jemna´ poloha prˇ´ımky a kvadraticke´ plochy Prˇ´ımka p: vektor
v = [v1, v2, v3] a bod A = [a1, a2, a3], kvadraticka´ plocha k: obecna´ rovnice a11x2 +
a22y
2 + a33z2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2a14x + 2a24y + 2a34z + a44 = 0. Dosaze-
n´ım parametricke´ rovnice prˇ´ımky do rovnice kvadraticke´ plochy dostaneme parametr t.
Jestlizˇe z´ıska´me dva parametry t ∈ R, pak prˇ´ımka danou plochu prot´ına´, jestlizˇe z´ıska´me
jeden parametr, pak se prˇ´ımka dane´ plochy doty´ka´. Paklizˇe t /∈ R, prˇ´ımka se dane´ plochy
nedoty´ka´.
2.2.2.9 Vza´jemna´ poloha roviny a kvadraticke´ plochy Rovina: s: norma´la
n = [n1, n2, n3] a bod A = [a1, a2, a3] a
1. kulova´ plocha: strˇed S = [s1, s2, s3] a polomeˇr r ∈ R.
Jestlizˇe vzda´lenost strˇedu od roviny je veˇtsˇ´ı nezˇ polomeˇr, pak se rovina kulove´ plochy
nedoty´ka´. Pokud je rovna polomeˇru, maj´ı spolecˇny´ jeden bod P , ktery´ z´ıska´me
z rovnice:








Paklizˇe je vzda´lenost mensˇ´ı nezˇ polomeˇr, je pr˚unikem kruzˇnice se strˇedem S2 a
polomeˇrem r2:










2. elipsoid: strˇed S = [s1, s2, s3] a parametry a, b, c ∈ R.
Je-li rovina kolma´ na osu x, resp. y, z a je-li absolutn´ı hodnota z-ove´ sourˇadnice
bodu A veˇtsˇ´ı nezˇ parametr a, resp. b,c, pak se rovina dane´ plochy nedoty´ka´, pokud
je rovna, tak maj´ı spolecˇny´ jeden bod, pokud je mensˇ´ı, pak je pr˚unikem elipsa.
3. jednod´ılny´ hyperboloid: strˇed S = [s1, s2, s3] a parametry a, b, c ∈ R.
Je-li rovina kolma´ na osu z, pak je pr˚unikem elipsa, jestlizˇe je rovina kolma´ na osu
x, resp. y a je-li absolutn´ı hodnota x-ove´, resp. y-ove´ sourˇadnice bodu A rovna
parametru a, resp. b pak je pr˚unikem dvojice prˇ´ımek, jinak je pr˚unikem hyperbola.
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4. dvojd´ılny´ hyperboloid: strˇed S = [s1, s2, s3] a parametry a, b, c ∈ R.
Jestlizˇe je rovina kolma´ na osu z a absolutn´ı hodnota z-ove´ sourˇadnice bodu A je
mensˇ´ı nezˇ parametr c, pak se rovina plochy nedoty´ka´, je-li rovna, je pr˚unikem jeden
bod, je-li veˇtsˇ´ı, je pr˚unikem elipsa. Paklizˇe je rovina kolma´ na osu x, resp. y, pak je
pr˚unikem hyperbola.
5. elipticky´ paraboloid: strˇed S = [s1, s2, s3] a parametry a, b ∈ R.
Jestlizˇe je rovina kolma´ na osu z a absolutn´ı hodnota z-ove´ sourˇadnice bodu A je
veˇtsˇ´ı nezˇ parametr c, pak je pr˚unikem elipsa, je-li rovna, je pr˚unikem jeden bod, je-li
mensˇ´ı, rovina se plochy nedoty´ka´. Paklizˇe je rovina kolma´ na osu x, resp. y, pak je
pr˚unikem parabola.
6. hyperbolicy´ paraboloid: strˇed S = [s1, s2, s3] a parametry a, b ∈ R.
Jestlizˇe je rovina kolma´ na osu z a absolutn´ı hodnota z-ove´ sourˇadnice bodu A je
rovna parametru c, pak je pr˚unikem hyperbola, jinak je pr˚unikem dvojice prˇ´ımek.
Paklizˇe je rovina kolma´ na osu x, resp. y, pak je pr˚unikem parabola.
2.3 Metricke´ u´lohy
2.3.1 Vzda´lenosti
2.3.1.1 Vzda´lenost dvou bod˚u Pro vy´pocˇet vzda´lenosti dvou bod˚u A a B ∈ εn ,






Obra´zek 1: Vzda´lenost dvou bod˚u.
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2.3.1.2 Vzda´lenost bodu a prˇ´ımky Vzda´lenost bodu A ∈ ε2 a prˇ´ımky p, dane´








Obra´zek 2: Vzda´lenost bodu a prˇ´ımky.
2.3.1.3 Vzda´lenost bodu a roviny Je-li da´n bod B ∈ ε3 a rovina r, urcˇena´ bodem








Obra´zek 3: Vzda´lenost bodu a roviny.
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2.3.1.4 Vzda´lenost bodu a kvadraticke´ plochy Vzda´lenost bodu a kvadraticke´
plochy prˇevedeme na u´lohu naj´ıt vzda´lenost bodu a strˇedu te´to kvadraticke´ plochy.
2.3.1.5 Vzda´lenost dvou rovnobeˇzˇny´ch prˇ´ımek Vzda´lenost rovnobeˇzˇny´ch prˇ´ımek
p ∈ ε2 , resp. ε3 a q ∈ ε2 , resp. ε3 prˇevedeme na u´lohu vzda´lenosti bodu prˇ´ımky p
od prˇ´ımky q.
2.3.1.6 Vzda´lenost dvou mimobeˇzˇny´ch prˇ´ımek Nejkratsˇ´ı vzda´lenost mimobeˇzˇ-
ny´ch prˇ´ımek p, dane´ bodem A ∈ ε3 a vektorem u ∈ ε3 , a q, dane´ bodem B ∈ ε3








Obra´zek 4: Vzda´lenost dvou mimobeˇzˇny´ch prˇ´ımek.
2.3.1.7 Vzda´lenost rovnobeˇzˇne´ prˇ´ımky a roviny Vy´pocˇet vzda´lenosti prˇ´ımky
p ∈ ε3 a roviny r ∈ ε3 prˇevedeme na u´lohu vzda´lenosti bodu prˇ´ımky od roviny.
2.3.1.8 Vzda´lenost dvou rovnobeˇzˇny´ch rovin I zde prˇevedeme vy´pocˇet vzda´le-
nosti rovin r ∈ ε3 a s ∈ ε3 na u´lohu vzda´lenosti bodu roviny r a roviny s.
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2.3.2 Odchylky
2.3.2.1 Odchylka dvou r˚uznobeˇzˇny´ch prˇ´ımek Odchylka ϕ dvou r˚uznobeˇzˇny´ch prˇ´ı-
mek p ∈ ε2 , resp. ε3 a q ∈ ε2 , resp. ε3 je da´na vztahem:
cosϕ = |(u,v)|‖u‖‖v‖ ,
kde u a v jsou smeˇrove´ vektory prˇ´ımek.
Obra´zek 5: Odchylka dvou r˚uznobeˇzˇny´ch prˇ´ımek.
2.3.2.2 Odchylka r˚uznobeˇzˇne´ prˇ´ımky a roviny Pro vy´pocˇet odchylky ϕ r˚uzno-
beˇzˇne´ prˇ´ımky p ∈ ε3 se smeˇrovy´m vektorem u a roviny r ∈ ε3 s norma´lovy´m vektorem
n plat´ı:
sinϕ = |(n,u)|‖n‖‖u‖ .
Obra´zek 6: Odchylka r˚uznobeˇzˇne´ prˇ´ımky a roviny.
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2.3.2.3 Odchylka dvou r˚uznobeˇzˇny´ch rovin Odchylka ϕ dvou rovin r ∈ ε3
a s ∈ ε3 , cozˇ je nejmensˇ´ı u´hel dvou prˇ´ımek, z nichzˇ kazˇda´ lezˇ´ı v jedne´ z rovin, vy-
ja´drˇ´ıme pomoc´ı jejich norma´lovy´ch vektor˚u n1, n2 a vztahu
cosϕ = |(n1,n2|)‖n1‖‖n2‖ .
Obra´zek 7: Odchylka dvou r˚uznobeˇzˇny´ch rovin.
2.4 Vy´pocˇet obsahu a objemu
2.4.1 Vy´pocˇet obsahu v ε2
Pro vy´pocˇet obsahu rovnobeˇzˇn´ıku tvorˇene´ho vektory u a v ∈ ε2 vyuzˇijeme vztahu:
S = ‖u‖ ‖v‖ sin (α)






Obra´zek 8: Obsah rovnobeˇzˇn´ıku v ε2 .
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2.4.2 Vy´pocˇet obsahu v ε3
Obsah rovnobeˇzˇn´ıku tvorˇene´ho vektory u a v ∈ ε3 je roven jejich vektorove´mu soucˇinu:
S = ‖u× v‖.
2.4.3 Vy´pocˇet objemu v ε3
Objem rovnobeˇzˇnosteˇnu tvorˇene´ho vektory u, v a w ∈ ε3 je roven jejich smı´ˇsene´mu
soucˇinu:
V = |w · (u× v)|.
Obra´zek 9: Objem rovnobeˇzˇnosteˇnu v ε3 .
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2.5 Kontaktn´ı u´loha
2.5.1 Formulace kontaktn´ı u´lohy
Nyn´ı si prˇedstav´ıme spojitou formulaci kontaktn´ı u´lohy.
Uvazˇujme syste´m pruzˇny´ch teˇles reprezentovany´ch oblastmi Ωp ∈ R3, p = 1, 2, ..., s





tak, zˇe Γp = Γpu ∪ Γpt ∪ Γpc . Nulova´ posunut´ı jsou prˇedepsa´na na hranic´ıch Γpu, zat´ımco
povrchove´ s´ıly tp ∈ (L2(Γpt ))3 p˚usob´ı na Γpt . Hranice Γpc oblasti Ωp se mu˚zˇe dostat
do jednostranne´ho kontaktu s neˇjakou dalˇs´ı oblast´ı. Da´le prˇedpokla´dejme, zˇe v oblasti
Ωp p˚usob´ı objemove´ s´ıly o hustoteˇ fp ∈ (L2(Ωp))3, p = 1, 2, ..., s. Pro ilustraci se
pod´ıvejme na obra´zek 10, na ktere´m jsou videˇt dveˇ teˇlesa ve vza´jemne´m kontaktu.
Obra´zek 10: Dveˇ teˇlesa ve vza´jemne´m kontaktu.
K popisu nepronika´n´ı teˇles pouzˇijeme linearizovanou podmı´nku nepronika´n´ı, ktera´ je




c , ktere´ prˇiˇrad´ı kazˇde´mu x ∈ Γpc
neˇjaky´ bl´ızky´ bod χ(x) ∈ Γqc, p 6= q. Necht’ vp(x), vq(χ(x)) oznacˇuj´ı vektory posunut´ı
v bodeˇ x, respektive v bodeˇ χ(x). Za prˇedpokladu maly´ch posunut´ı, podmı´nky nepronika´n´ı
vypadaj´ı na´sledovneˇ:
vpn(x) ≡ (vp(x) − vp(χ(x))) . np(x) ≤ δp(x), (1)
kde δp(x) = (χ(x) − x).np(x) je pocˇa´tecˇn´ı vzda´lenost a np(x) je kriticky´ smeˇr definovany´
vztahem np(x) = (χ(x) − x)/||χ(x) − x||, nebo pokud χ(x) = x, vneˇjˇs´ım jednotkovy´m
norma´lovy´m vektorem ke Γpc .
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Za u´cˇelem zformulova´n´ı kontaktn´ı u´lohy zavedeme nejdrˇ´ıve prostor virtua´ln´ıch posunut´ı
V :
V =





)3 : vp = 0 na Γpu
 (2)
a jeho uzavrˇenou podmnozˇinu kinematicky prˇ´ıpustny´ch posunut´ı K:
K = {v ∈ V : vpn(x) ≤ δp(x) pro x ∈ Γpc} . (3)
Variacˇn´ı formulace kontaktn´ı u´lohy vypada´ na´sledovneˇ:
minJ (v) za podmı´nky v ∈ K, (4)
kde
J (v) = 1
2
a(v, v) − b(v) (5)
je funkciona´l celkove´ potencia´ln´ı energie s bilinea´rn´ı formou a reprezentuj´ıc´ı vnitrˇn´ı energii
teˇles a linea´rn´ı formou b reprezentuj´ıc´ı pra´ci p˚usob´ıc´ıch sil tp a fp. Dalˇs´ı podrobnosti jsou
v [4, 5].
2.5.2 Postup hleda´n´ı ”kontaktn´ıch pa´r˚u“
Pro nalezen´ı ”kontaktn´ıch pa´r˚u“ je trˇeba z kazˇde´ho vrcholu Masteru vyslat prˇ´ımku s
vektorem, ktery´ je kombinac´ı norma´l sousedn´ıch element˚u obsahuj´ıc´ıch vrchol. Kombinace
vektor˚u je ovlivneˇna velikost´ı elementu (de´lka u´secˇky ε2 , obsah troju´heln´ıku ε3 ).
Pote´ zjiˇst’ujeme, zda tato prˇ´ımka protne neˇktery´ z element˚u Slavu, tedy hleda´me pr˚usecˇ´ık
s prˇ´ımkou, resp. rovinou, a oveˇrˇ´ıme, zˇe na´lezˇ´ı dane´ u´secˇce, resp. troju´heln´ıku. Aby byl
pr˚usecˇ´ık povazˇova´n za ”kontaktn´ı pa´r“, mus´ı splnˇovat:
• skala´rn´ı soucˇin smeˇrove´ho vektoru prˇ´ımky a norma´ly elementu Slavu je mensˇ´ı nezˇ 0,
• vzda´lenost vrcholu od pr˚usecˇ´ıku je nejmensˇ´ı ze vzda´lenost´ı od ostatn´ıch pr˚usecˇ´ıku,
• jestlizˇe prˇ´ımka prot´ına´ Master je vzda´lenost pr˚usecˇ´ıku s Masterem veˇtsˇ´ı nezˇ se Sla-
vem.
Pokud pr˚usecˇ´ık splnˇuje tyto krite´ria, zaznamena´me jeho vzda´lenost od vrcholu (pokud
je pr˚usecˇ´ık v opacˇne´m smeˇru, je vzda´lenost za´porna´ a teˇlesa se pronikaj´ı), index vrcholu
Mastera a index elementu Slava.
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3 Implementace v MATLABu
Teoreticke´ znalosti a postupy z prˇedchoz´ı kapitoly jsou vyuzˇity prˇi implementova´n´ı aplikace
v MATLABu, ktery´ jak jizˇ bylo rˇecˇeno v u´vodu, svy´m urcˇen´ım vyhovuje potrˇeba´m vytvo-
rˇen´ı aplikace. Jelikozˇ na´pln´ı pra´ce nen´ı programova´n´ı v MATLABu, nebudeme se veˇnovat
implementaci cele´ aplikace, ale uka´zˇeme si vyuzˇit´ı matlabovsky´ch funkc´ı na konkre´tn´ıch
prˇ´ıkladech.
V na´sleduj´ıc´ım vy´pisu si uka´zˇeme pouzˇit´ı funkc´ı pracuj´ıc´ıch s vektory (v MATLABu
je vektor cha´pa´n jako matice komplexn´ıch cˇ´ısel nebo znak˚u o velikosti 1×n nebo n×1 )
z r˚uzny´ch cˇa´st´ı aplikace. Naprˇ´ıklad mu˚zˇeme zkotrolovat, zda je vstupn´ı promeˇnna´ cˇ´ıselny´
vektor urcˇite´ de´lky. Prˇi vy´pocˇtu metricky´ch u´loh, obsahu a objemu vyuzˇijeme funkce
pro skala´rn´ı a vektorovy´ soucˇin, sumu a normu vektoru. Funkci pro hodnost matice hojneˇ
vyuzˇijeme prˇi zjiˇst’ova´n´ı vza´jemne´ polohy.
%priklad osetreni vstupniho vektoru ve 2D
if ˜ isvector (A) || ˜isnumeric(A) || length(A)˜=2; error(’Bod A neni zadan korektne!’); end;
%hodnost matice
rank([a;b]) ;
%vypocet vzdalenosti bodu a primky ve 3D
y=norm(cross(b,B−A))/norm(b);









Vy´pis 1: Matlabovske´ funkce pracuj´ıc´ı s vektory.
MATLAB umozˇnˇuje jednoduche´ graficke´ zobrazen´ı vy´sledk˚u. Pro linea´rn´ı u´tvary mu˚-
zˇeme vyuzˇ´ıt funkci plot, ktera´ zobraz´ı zadanou mnozˇinu bod˚u, nebo ezplot a ezsurf, ktere´
zobrazuj´ı na za´kladeˇ rˇeteˇzce reprezentuj´ıc´ıho rovnici. Kvadraticke´ plochy take´ zobrazu-
jeme pomoc´ı funkce surf, pro kulovou plochu a elipsoid mu˚zˇeme vyuzˇ´ıt funkce ellipsoid,
ktera´ na´m danou mnozˇinu bod˚u vygeneruje. Fill, fill3 slouzˇ´ı k zobrazen´ı mnohou´heln´ıku a


















[x,y,z] = ellipsoid ( stred (1) , stred (2) , stred (3) , a, b, c) ;
surf(x,y,z) ;
%zobrazeni rovnobezniku ve 2D
fill (X,Y, [0.8 0.8 0.8]) ;
%zobrazeni rovnobezniku ve 3D
fill3 (X,Y,Z, [0.8 0.8 0.8]) ;





patch(X, Y, Z,[0.85 0.82 0.92]) ;
Vy´pis 2: Matlabovske´ funkce pro zobrazen´ı vy´sledku.
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4 Aplikace
U´vodn´ı okno aplikace poskytuje souhrne´ informace o bakala´rˇske´ pra´ci a o jednotlivy´ch
cˇa´stech, ktere´ z neˇj lze spousˇteˇt.
Obra´zek 11: U´vodn´ı okno aplikace.
4.1 Vza´jemna´ poloha teˇles
V menu aplikace si uzˇivatel zvol´ı dimenzi, v panelech pro zada´n´ı si pomoc´ı pop-up menu
vybere, pro ktere´ objekty chce zjistit vza´jemnou polohu, a v prˇ´ıslusˇny´ch pol´ıch vypln´ı
u´daje, ktere´ je urcˇuj´ı. Pro bod jsou to naprˇ´ıklad jeho sourˇadnice, pro kvadratickou plochu
strˇed a parametry atd. Po zma´cˇknut´ı tlacˇ´ıtka OK se zobraz´ı graficky´ vy´sledek, tedy oba
objekty a prˇ´ıpadne´ spolecˇne´ body, pomoc´ı tlacˇ´ıtka rotace lze s vy´sledkem rotovat. Pod n´ım
se zobraz´ı i slovn´ı vy´sledek s prˇ´ıpadny´m popisem spolecˇny´ch bod˚u. K vymaza´n´ı zada´vac´ıch
pol´ı a vy´sledk˚u slouzˇ´ı tlacˇ´ıtko Clear.
Pozna´mka 4.1 Prˇ´ıklad pouzˇit´ı
22
Zjist´ıme vza´jemnou polohu prˇ´ımky s vektorem v = [0, 5,−1] a bodem A = [−1, 2, 5]
a elipsoidu se strˇedem S = [1, 4, 6] a parametry a = 3, b = 1, c = 3. Prˇ´ımka elipsoid
prot´ına´ v bodech [−1; 3, 4; 4, 7] a [−1; 4, 5; 4, 5].
4.2 Vy´pocˇet objemu a obsahu
I v te´to cˇa´sti lze v menu zvolit dimenzi u´lohy, pote´ uzˇivatel vypln´ı sourˇadnice vektor˚u.
Pokud si zvolil 3D, mu˚zˇe si v pop-up menu vybrat, zda chce pocˇ´ıtat obsah nebo objem.
Graficky´ a slovn´ı vy´sledek se opeˇt zobraz´ı po stisknut´ı tlacˇ´ıtka OK. K vymaza´n´ı zada´vac´ıch
pol´ı a vy´sledk˚u slouzˇ´ı tlacˇ´ıtko Clear.
Pozna´mka 4.2 Prˇ´ıklad pouzˇit´ı





Po stisknut´ı tlacˇ´ıtka zadat Master, resp. zadat Slave se otevrˇe dialogove´ okno pro vybra´n´ı
souboru (.mat) s fem strukturou, dimenze se zada´va´ prˇepnut´ım radiobuttonu. Tlacˇ´ıtko
OK a Clear maj´ı stejny´ u´cˇel jako v prˇedchoz´ıch cˇa´stech, ale slovn´ı vy´sledek je nahrazen
tabulkou s teˇmito sloupci: vzda´lenost pr˚usecˇ´ıku od vrcholu, index vrcholu Mastera a index
hranicˇn´ıho elementu Slava.
Pozna´mka 4.3 Prˇ´ıklad pouzˇit´ı
Nacˇteme objetky ulozˇene´ ve femSquare a femCircle.
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Obra´zek 12: Aplikace cˇa´st prvn´ı.
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Obra´zek 13: Aplikace cˇa´st prvn´ı - prˇ´ıklad pouzˇit´ı.
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Obra´zek 14: Aplikace cˇa´st druha´.
26
Obra´zek 15: Aplikace cˇa´st druha´ - prˇ´ıklad pouzˇit´ı.
27
Obra´zek 16: Aplikace cˇa´st trˇet´ı.
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Obra´zek 17: Aplikace cˇa´st trˇet´ı - prˇ´ıklad pouzˇit´ı.
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5 Za´veˇr
Hlavn´ım c´ılem pra´ce bylo vytvorˇen´ı aplikace s graficky´m uzˇivatelsky´m rozhran´ım pro rˇe-
sˇen´ı u´loh analyticke´ geometrie, jako uka´zku prakticke´ho vyuzˇit´ı analyticke´ geometrie jsme
uvedli hleda´n´ı ”kontaktn´ıch pa´r˚u“ a kontaktn´ı u´lohu. Nejprve jsme probrali potrˇebne´ za´-
kladn´ı teoreticke´ znalosti, popsali jsme si objekty analyticke´ geometrie, typy a rˇesˇen´ı jed-
notlivy´ch u´loh, spolecˇneˇ s hleda´n´ım ”kontaktn´ıch pa´r˚u“.
V na´sleduj´ıc´ı kapitole jsme uvedli uka´zku vyuzˇit´ı MATLABovsky´ch funkc´ı prˇi im-
plementaci aplikace. V posledn´ı kapitole jsme se sezna´mili se samotnou aplikac´ı a jej´ım
uzˇivatelsky´m rozhran´ım a uka´zali si prˇ´ıklady pouzˇit´ı te´to aplikace.
Mozˇny´m vylepsˇen´ım aplikace by mohla by´t paralelizace vy´pocˇtu hleda´n´ı ”kontaktn´ıch
pa´r˚u“ a jine´ ulozˇen´ı fem struktury, d´ıky cˇemuzˇ by byl vy´pocˇet efektivneˇjˇs´ı. Jako nejprav-
deˇpodobneˇjˇs´ı dalˇs´ı pokracˇova´n´ı te´to pra´ce se jev´ı pra´veˇ rˇesˇen´ı kontaktn´ıch u´loh, cozˇ je
te´ma, ktere´ je v poprˇed´ı za´jmu Katedry aplikovane´ matematiky jizˇ mnoho let.
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